PROBLEMA N°1
Punto 1: Dato che 
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Se si calcola  
[image: image5.wmf]1

2

4

ln

1

2

4

ln

+

+

+

-

+

+

+

+

=

+

-

x

x

e

x)

(

e

x

f(-x)

f(x)

 si ottiene 
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Ricordiamo che la simmetria rispetto al punto A(xA, yA) è caratterizzata dal sistema 
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In questo caso poiché  A(0, 1+ln4) si ha  
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Ponendo 
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, cioè (per la prima equazione del sistema)  
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;  dalla seconda equazione del sistema si ha 
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, che è la relazione richiesta .  
In alternativa si poteva traslare la funzione assegnata di un vettore (0 , -1 - ln4) e dimostrare che tale funzione è simmetrica rispetto all’origine. 
Punto 2 : La funzione ha dominio R, è continua nel suo dominio e ha codominio R (per i limiti calcolati nel punto 1). 

Poiché 
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, la derivata è positiva su tutto R, quindi la funzione è sempre crescente. La monotonia della funzione garantisce l’iniettività : la soluzione dell’equazione 
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 esiste (la funzione ha codominio R) ed è unica (per l’iniettività). 
Se 
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Punto 3 : Poiché 
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, si ha quanto richiesto. Per la ricerca degli asintoti si devono calcolare i seguenti limiti (immediati)
· 
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, da cui si evince che 
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Dai seguenti limiti: 

· 
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, da cui si evince che 
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Viene richiesto di dimostrare che 
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Dato che 
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Punto 4: Si ha 
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. Il corrispondente integrale indefinito va calcolato per sostituzione ponendo 
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. Il precedente è un integrale di una funzione razionale fratta. Esprimendola in fratti semplici si ha 
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Se si ritorna alla variabile x si ottiene 
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Si ha dunque 
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Si tratta ora di calcolare 
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; raccolgo β nei primi due termini così da avere
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 si calcola con il teorema di de l’Hopital di cui sono facilmente verificabili le ipotesi. 

Si ottiene 
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. Il limite richiesto vale dunque 
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In relazione al significato geometrico si può dire che è l’area della regione non limitata di piano compresa fra la funzione assegnata e la retta 
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 nell’intervallo [0  , + ∞]. 
PROBLEMA N°2

Punto 1 : Studiamo 
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Il grafico della funzione è una cubica, simmetrica rispetto all’origine, con zeri in        x = 0, x = 
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, si ottengono i punti stazionari 
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 e gli intervalli di crescita-decrescita della funzione:

[image: image1.wmf]0

e

 

x

=

-¥

>

-

x

Lim


[image: image55.wmf]+

+

+

+

+

-

-

-

-

-

-

+

+

+

+

+

-

3

3

4

3

3

4


Si deduce quindi che la cubica ha un punto di massimo relativo in 
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 si ricavano le coordinate del flesso in (0;0), come era atteso, data la simmetria rispetto all’origine.
Per quanto riguarda la funzione g, si nota che il suo grafico è una sinusoide di periodo 
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, rappresentata nella figura a fianco con tratto in grassetto. Quindi presenta tangente orizzontale in tutti i punti di massimo e di minimo della sinusoide, ovvero, limitatamente all’intervallo [-10;10], in (1; 1), (3; -1), (5; 1), (7; -1), (9; 1) e nei loro simmetrici rispetto all’origine.

Il grafico di f  e di g è il seguente:
[image: image60.emf]
Punto 2: L’area della regione R nell’intervallo [0;4] può essere determinata facilmente tenendo conto che coincide con l’area della regione delimitata dalla cubica e dall’asse x fra le ascisse 0 e 4:
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 unità quadrate.

Punto 3: Per trovare i punti in cui collocare i fari, servono le intersezioni fra la cubica e la retta di equazione 
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 deducibili risolvendo l’equazione 
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Le intersezioni con la seconda retta, di equazione 
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 non possono essere trovate per via algebrica, ma in modo approssimato, per esempio mediante il metodo della bisezione. Dopo una separazione grafica delle soluzioni negli intervalli [0;1] e [3;4], confermata dall’applicazione del teorema di esistenza degli zeri (
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 è continua nei reali, essendo p un polinomio, ed assume valori discordi in 0 e 1 e in 3 e 4), si può procedere con la bisezione fra 0 e 1:

	a
	b
	m
	p(a)
	p(b)
	p(m)
	e max

	0
	1
	0,5
	5
	-10
	-2,875
	0,5

	0
	0,5
	0,25
	5
	-2,875
	1,015625
	0,25

	0,25
	0,5
	0,375
	1,015625
	-2,875
	-0,94727
	0,125

	0,25
	0,375
	0,3125
	1,015625
	-0,94727
	0,030518
	0,0625


Quindi un faro andrà collocato in x = 0,3 (con un errore max inferiore a 10-1). L’altro, con procedimento analogo, in x = 3,8.

Punto n°4: La piscina, tagliata con piani perpendicolari all’asse x, forma sezioni rettangolari, che hanno come basi le corde della regione R parallele all’asse y e come altezze i segmenti di misura (5 – x). Pertanto il volume della piscina si determina attraverso l’integrale:
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Il primo integrale è ovviamente nullo, essendo [0;4] il periodo della sinusoide.

L’integrazione per parti del secondo porta a:
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Il terzo integrale, eseguendo il prodotto, porta a:
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Quindi il volume della piscina risulta pari a 
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 metri cubici. Moltiplicando per 1000 si ottengono i litri necessari per riempire la piscina: circa 186.000.
QUESTIONARIO
1. Nella geometria non è corretto porre la questione della “verità”, quanto quella di modello adeguato (o meno) atto a descrivere la “realtà”. In questo senso, a esempio, la geometria euclidea è adeguata a descrivere il piano della Terra su “piccola” scala, mentre quella non euclidea è necessaria in altri contesti (quando si voglia fare geometria su una superficie sferica qual è, approssimativamente, la Terra o nella relatività generale). 

2. Posto A(4,0) e 
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 si tratta di determinare il minimo della funzione  
[image: image76.wmf]AP

x

g

=

)

(

 o, che è lo stesso, il minimo della 
[image: image77.wmf]2

)

(

AP

x

f

=

.  
[image: image78.wmf](

)

(

)

16

7

16

8

4

)

(

2

2

2

2

+

-

=

+

+

-

=

+

-

=

x

x

x

x

x

x

x

x

f

, la cui derivata è 
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3. Il teorema di Guldino ci dice che il Volume di un solido di rotazione generato da una figura piana è uguale all’area della figura per la lunghezza della circonferenza descritta dal baricentro della figura. Il baricentro della figura scelta si trova in un punto di ascissa π/2, che nella rotazione rispetto all’asse Y richiesta, ruota ovviamente di raggio π/2. 
L’area della regione di piano da ruotare si determina con
[image: image81.wmf][
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 ed è quindi uguale a 2; il volume della figura richiesta è V=2crf = 2π2. 
4. La risposta (7) potrebbe essere data immediatamente per una proprietà del coefficiente binomiale. Altrimenti si può porre
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 (con la condizione n≥4), da cui si ottiene l’equazione 
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 . Dato che n>2 è possibile semplificare per il fattori n, (n-1) e (n-2). L’equazione diventa 
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5. Ovviamente l’insieme dei quadrati dei numeri naturali è un sottoinsieme dei numeri naturali stessi. Il problema si pone però in quanto entrambi sono infiniti. Lo strumento per poter confrontare due insiemi infiniti è la corrispondenza biunivoca. Si dimostra che l’insieme dei quadrati e i naturali possono essere messi in corrispondenza biunivoca associando ad ogni numero naturale il suo quadrato. Per questa ragione diciamo che l’insieme dei quadrati ha la stessa cardinalità (detta del numerabile) dell’insieme dei numeri naturali. 
6. Posta x la misura del segmento orientato CH, si ha 
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L’area laterale è dunque massima quando è massimo il radicando; quindi è necessario studiare il segno della derivata di 
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 è positiva per x compresa fra -10 e 10/3. Considerate anche le limitazioni geometriche, l’area laterale è massima per x = 10/3.
7. La variabile aleatoria X= “n° di risposte corrette su dieci domande”,  è una binomiale di parametri n=10, p=0,25. 
La probabilità richiesta è P(X≥2)= 1 - P(X<2) = 1 - P(X=0) - P(X=1). 
P(X=0) 
[image: image93.wmf]056

,

0

4

3

10

@

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

, mentre P(X=1)
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Il valore richiesto è dunque, approssimativamente, 75,6%
8. Il problema della quadratura del cerchio è un problema classico della geometria greca: consiste nel tentativo di determinare con i soli strumenti di riga e compasso un quadrato di area uguale a un cerchio di raggio fissato. Nel 1882 si è dimostrato che questo non è possibile (a causa della trascendenza di π).
9. Il triangolo rettangolo ABC, rettangolo in B, è inscritto in una circonferenza di diametro AC e con centro nel punto medio M di AC. Pertanto MC, MB, MA sono congruenti, in quanto raggi. Quindi i triangoli BCM e BAM sono isosceli sulle basi BC e AB.

 Il luogo dei punti dello spazio equidistanti da B e da C è il piano ( perpendicolare al segmento BC nel suo punto medio. Tale piano contiene l’asse di BC; ma l’asse della base, in un triangolo isoscele, è anche altezza e quindi passa per M. In definitiva il piano ( passa per M.

Analogamente, il luogo dei punti dello spazio equidistanti da A e da B è il piano (, perpendicolare ad AB nel suo punto medio E; anche (, come (, passa per M. 

Allora il luogo dei punti dello spazio equidistanti da A, B e C è l’intersezione dei due piani ( e (, ovvero la retta passante per M e perpendicolare al piano del triangolo ABC.

10.  Cominciamo osservando che la derivata della funzione I è sempre positiva o nulla; poiché II e III non sono sempre positive ne deduciamo che 
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 non possa essere la I. Se 
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fosse la II, che ha concavità rivolta sempre verso l’alto, si avrebbe 
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>0. Ma I e III non sono sempre positive e dunque f non è neppure la II. Si ha allora che 
[image: image98.wmf]f

 è III, la cui derivata è positiva in un primo intervallo, negativa in un secondo intervallo e successivamente positiva (come la funzione II), mentre la concavità di III è verso il basso fino a x<0, verso l’alto per x>0; per questa ragione la derivata seconda è prima negativa e poi positiva (come la funzione I) la risposta è dunque la D). 
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